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Chapitre 3. La gestion de portefeuille moyenne-vaance

= L’agent cherche a obtenir un rendement maximunm pouisque minimum.
= hypotheses assez restrictives
= succes malgré ses limites : analyse intuitive,pf@navec de nombreuses extensions et

applications

= déterminer des portefeuilles qui pour une espéraecrendement donnée offrent le moins
de risque (=la frontiére efficiente).

Ensuite I'agent choisit sur la frontiére efficieteeportefeuille qui maximise sa satisfaction.

Ce choix va dépendre de maniére cruciale de sar dégyversion pour le risque.

3.1. L’analyse moyenne-variance

3.1.1. Les conditions usuelles
A) Fonction d'utilité quadratique

maximisation de I'espérance d’utilité deux premiers moments.

uW)=a+bwW+cwW" b>0 c<0

E[uw)] = a+bE[W] + cE[W?]

E[uw)] = a+bE[W] +c[var0N) + E[W]ZJ

MAIS fonction d'utilité quadratique> AAR augmente avec W
B) Les rendements sont distribués normalement
Si normalité : distribution entierement caractépaéla moyenne et la variance.

MAIS problemes de skewness et kurtosis



3.2. La gestion de portefeuille dans le cas de deastifs

3.2.1. Mesure du risque et du rendement d’'un portefuille de deux titres

E(R.) =E(R +(1-X)R,) = xE(R)+ (1~ X)E(R,)

V(R) = E[(R- E(R)?] = E(R®) - (E(R)®

s(R) = m

V(R)=E(R")-(E(R))’ =xV(R)+(1-x)V(R)+2x(1-x)CovR ,R))
V(R)=xV(R)+(1-x)'V(R)+2x(1-x) R ) R, )Corr R ,R,)
Cov(R,R)=E[(R ~E(R)R -E(R)] =E[R xR ]-E(R)E(R)

Le coefficient de corrélation €OV(R , RZ)/O'(Rl)O'(Rz) .

3.2.2. Calcul du portefeuille de variance minimal

V(R _,
dx

< 2XV(R1)+2XV(R2)_ AVR)+ R R,Cor R,.R,)- 4 R,y R,LCorr R,R,)=C

__ V(R)-0(R)s(R)Corr(R,R,)
V(R)+V(R)-2¢(R)e(R,)Corr (R,R,)




Exemple

Considérons les rendements possibles des titréBA e

Evénements Probabilités A B
1 Y 0% 30%
2 Va 5% 20%
3 Va 15% 0%
4 Va 20% -10%

E(R) =%(0%+ 5%+ 15% 20%} 10% E R,
V(RA)=%[(O%)2+(5%)2+ (15%§ + (20%)]- 0= 0,00¢

V(RB):%[(3O%)2+ (20%§ + (0%j+ ¢ 10%)|- 0= 0,0:

o(R,) =0,079

o(R,) =0,158

COV(RA,RB):%[(O,OO)(O,3)+ (0,05)(0,2% (0,( Oy G- @B5

~0,0125 =-1 : les actifs sont parfaitement négativementétésr

Corr(R,, = ' =
(Ru Re) 0,079x0,158



Nous pouvons calculer I'espérance et la varianae portefeuille équipondéréx(= 0, 5).

Evénements Probabilités Portefeuille équipondéré
1 Ya 0,5x 0% + 0,5 x 30% = 15%
2 Ya 12,5%
3 Ya 7,5%
4 Ya 5%
E(R.)=0,1

V(RP):%[(15%)2+(12,5%3+ (7,5%)+ (50/&)]— 0% 0,00

ou bien
V(R,) =(0,5)(0,0063) (0,5 )(0,025) 2x0,5x0,5xJ(@,079)(0,158% 0,001

soit 6(R,) =0,067

Portefeuille de Variance minimale :

w=__ V(R)=a(R)a(R)Corr(R, R,)
V(R)+V(R)-2¢(R)e(R,)Corr (R,R,)

. 0,025~ 0,079x0,158%( 1)  _
0,0063+ 0,025 2x0,079x0,158x( 1)

V(R,) =(0,67)(0,0063)% (0,33 )(0,023) 2x(0,67)%x8B)x(-1)(0,079)(0,158%



3.2.3. Caractéristiques des portefeuilles et corrd@dion entre les actifs

Le risque d’'un portefeuille est en effet inférieuta simple combinaison linéaire des risques
des actifs élémentaires.

Le gain en terme de risque lié a la diversificatibdpend du niveau du coefficient de
corrélation entre les rendements des actifs.

A) Cas général

Nous avons représenté sur ce graphique les pattesepossibles pour un ccefficient de
corrélation entre les actifs de —0,2 et pour dé®stidont les caractéristigues sont les
suivantes :
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B) Cas patrticuliers
1* cas: Corr(R,R,) =1

V(R)=xV(R)+(@-x)V(R)+2x(1-x) R} R )
V(R) =[xs(R) +(1-x)s(R)]
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2*™cas: Corr(R,R,)=-1
V(R) =[xe(R) -1~ x)s(R)]
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3™ cas: Corr(R,R,)=0
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Synthese :

Les frontieres efficientes sont représentées ppattie de chaque courbe au dessus de point
de variance minimale.
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C) Introduction de I'actif sans risque

Rendement de I'actif sans risqu&;

Non seulement, =0 maisCorr(R,R;)=0
E(R:) =xE(R) +(1-x)R

V(R:) =x¥(R)

E(R.)=R: +x[E(R) - R]

IR
oR)

La droite de marchéapital Market Line -CML- ou droite de marché du capital) d’équation :

_ E(R)-Rf
E =E(R )+—"—o0
(R)=E(R)+ o(R) (Re)

La pente de cette droite est une constante quépend pas de

11



Exemple

L’actif sans risque a un rendement de 4%.
L’actif risqué est caractérisé par :

E(R)=10%

5(R) = 4%

-1,5
-1
-0,5
0,5
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16%

o(R.)
8%
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Les portefeuilles avec vente a découvert de I'aisfué sont dominés.
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D) Théoréme de séparation des fonds :
méme portefeuille d’actifs risqués pour tout le when
L’optimisation du portefeuille avec un actif samsgue s’'analyse ainsi comme un processus
en deux étapes :
- optimisation du portefeuille de titres risquéf(me composition pour tous les agents)
- combinaison optimale entre le portefeuille detiisqués et I'actif sans risque propre
a chaque agent.

Rq : I'introduction d’un actif sans risque amélidaerelation rendement-risque pour tous les
agents quelles que soient leurs préférences.

E) Choix du portefeuille optimal
= point de tangence entre la courbe qui relie tesstiet une courbe d’indifférence.

La sélection du portefeuille optimat fonction de son aversion pour le risque.

'agent A a moins d’aversion au risque que I'agént

E(Rp) 4
R,

>
o (Rp)
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3.3. Calcul des frontieres efficientes

Les frontieres efficientes donnent la relation e rendement et le risque des portefeuilles
dominants.

Elles permettent de connaitre les meilleurs rendésngu’un investisseur peut attendre pour
le niveau de risque qu’il a choisi.

Deux catégories de frontieres efficients doiverd éistinguées :
- celles construites uniguement a partir d’aciggueées
- celles construites par la combinaison d’'actgguiés et d’un actif sans risque

3.3.1. Frontiere efficiente avec un actif sans risep
La gestion de portefeuille est monopériodique

Le taux sans risque est un taux qui correspond @étede de stabilité de la structure de
portefeuille.

A) Notations

E(R)
_|ER)

E(Ry)

011---61,\‘
Q=|: (oy) :

OnN1 O

14



E(R,)=R X =X'R

V(R,) = XTQX

B) Calcul de la frontiere efficiente avec un actifans risque
FE = une droite.
= rechercher I'équation de la frontiere efficiera@s actif sans risque.

= chercher la droite d’ordonnée a l'origifi® et qui est tangente a la frontiére efficiente.

L’actif sans risque améliore donc la relation randat/risque des investissements de tous les
agents de I'économie.

0 o (Rp)

15



Résolution

= maximiser la pente de la droite passantRaicompte tenu des actifs risqués existants.

E(R:) =(1=x4 )R +xE(Ry)

o(R) = J1=%, o (R )+ (%,)°0 (R, )+ 2%, (=%, o R R, )

_o(R)
T 5(R,)

o 6(R) v L 6(R) o L E(RD-R,
E(R) = (1= 7 FR, + 2R ) =R += e o)

Le programme:

E - N
Max © :M sous la contrainter =1
NIGH) i=1
N
R =2 %R
i=1
Le programme revient & :
N
2% (R-R) s
Max © = —ex—=X"(R-R, ) XTQX]
2.2 %X

i=1 j=1

La condition de premier ordre est :

do — o -1/2 T — 1 T 32
&=(R—Rf)[x Qx| +[ X (R—Rf)](—E)zgx[x x| =0

(R-R,) +[xT(R—Ef)](—%)2Qx [x"ax] =0

-1

En posanti = [XT(R—ﬁf)][XTQX} ,

16



(R-R¢)-21QX =0
En posant également :
IX=Z

(R-Ri)=QZ
Soit de maniére développée :

R-R =2, +Zp,,+..+ 20
R-R =2 ,+tZp,+.. 420,

RV —R =Zo tZ,0y,*...+ 2o,

X, = Z

"%,

i=1

i=1 i=1 i=1

Nous pouvons calculéE(R,,) ete(R,)

E(R)-Rf

E(R.)=R
(R)=R + =(R)

(Re)

17



C) Calcul de la frontiére efficiente sans actif sasrisque

FE = courbe de second degré.

= trouver pour chaque valeur de I'espérance de readedu portefeuille, la composition du
portefeuille qui permet d’obtenir le risque minimu

Min%XTQX

sous les condition%

11 TS T
£=2XTOX +2[E(R,)-X"R]+y[1-X"1]

9E _ox -JR-y1=0
dX

df -
—=E(R,)-X"R=0
) (Re)

9 xT1=0

dy

X =Q*(iR+y1)
et en multipliant cette expression &t et parl’, on obtient :
R'X =R'Q"(1R+y1)=E(R,)

T'X=T0Q"(1R+y1)=1

Définissons les scalaires :
A=1"Q'R=R'Q™'1
B=R'Q'R

c=1'0™"1

D=BC-A?

18



Des équations précédentes, on tire alors :

,_B-AE(R)-A
D

_B-AE(R))

/= D

et en substituant dans = Q‘l(,lF_Hﬂ) , On obtient :

X =g+hE(R:)

avec

_BQ'1-AQ'R
- D
_CQ'R-AQ™M
- D

h

En posant E(R,)=0, g = proportions optimales d'un portefeuille d'espémnde
rendement nulle.

En posantE(R,) =1, X =g+h = proportions optimales d’un portefeuille d’espéermte
rendement égale a 1.

19



La FE possede la double propriété :
1) toute combinaison linéaire de deux portefeuifigients est un portefeuille efficient ;

2) toute la frontiere efficiente peut étre géné@recombinant linéairement deux portefeuilles
efficients différents quelconques.

Pour trouver la structure d'un portefeuille effitied’espérance de rendemem(R) :
[1—E(R1)] du portefeuilleg et E(R) du portefeuilleg +h.

La structure du portefeuille est alors de la forme

[1-ER)]g+E(R)(g+h)=g+hE(R).

20



Exemple :

Période : novembre 1997-octobre 2007 (données rakes):

Rendement Ecart type France EU Asie x
MSCI France 0,89% 5,60% 1 0,578 0,513
MSCI EU 0,53% 4,30% 1 0,656
MSCI Asie sauf Japon 1,09% 6,27% 1

J

Vous étes un investisseur européen et vous vougeointégralement contre le risque de
change. Vous raisonnez donc en monnaie locale iginomne le colt de la couverture.

1) Donnez les proportions des portefeuilles effitsed’espérance de rendement 0 et 1.

2) Comment composez-vous votre portefeuille si evobbjectif est une espérance de
rendement de 0,75% (environ 9% annuel).

3) Quelle est I'équation de la frontiere efficiente

Correction :

1) Commencons par calculer la matrice des variacoegriances :

0,0031 0,00139182 0,00180124
0,00139182 0,0018 0,00176864
0,00180125 0,00176864 0,0039
Son inverse est donnée par :
516,312 -297,476 -103,55
-297,474 1173,470 -394,77
-103,560 -394,774 483,270

Nous pouvons calculer les scalaires :
A=3,4122

B =0,037509

C=581,43

D =10,165

On sait que :
X =g+hE(R,)

avec

21



_BQT'1-AQR
- D
_CQT'R-AQ™1
- D

g

h

Nous pouvons déterminer la composition du port#éediespérance de rendement nulle :

~0,209
X,=g=| 2,0211
-0,812

La composition du portefeuille d’espérance de reraefd égale a un est donné par :

69,1857
X,=g+h=|-201,334
133,1485
2)
0,3115
X0,0075: g+0,007%h=| 0,495
0,1926

La structure du portefeuille permettant d'atteindimbjectif cible de rendement (0,75%)
consiste a investir : 31,15% en France ; 49,59%kdats-Unis et 19,26% en Asie.

On vérifie bien :

R"X =0,007¢

Nous pouvons calculer le risque de ce portefeuille
V(R,) = X"QX =0,001¢

22



3) L’équation de la frontiére efficiente est dédeme :

V(R:) =aE(R,)* +bE(R;) +¢

Les trois points des trois portefeuilles se sitimamtla frontiere efficiente vont nous permettre
de trouver les trois coefficienss b etc.

Le systéme a résoudre est le suivant:

Oxa+0xb+c=V(R))
a+b+c=V(R)
E(Ro,oms)zx at E(Ro,omgxb"'C =V(R 0,007)5

Le risque de chacun des trois portefeuilles préuddse calcule par le produit matriciel
suivant : XTQX .

Il convient donc de résoudre :

Oxa+0xb+c=0,0036898
a+b+c=56,5301
0,0075%a+ 0,0078b+c= 0,00187

On en déduit I'équation de la frontiere efficiente

V(R,)=57,19€ R, §- 0,067 R, } 0,00:
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E(Rp)

2,50%

Frontiére efficiente .
. *
L 4
2,00% - .o
*
*
- *
*
. *
1,50% -| R
.
*
*
.0
.0
1,00% - R
*
*
*
S
s
0,50% - S
*
*
>
*
*
’0
0,00% e ‘ :
0,00% 5,00% 10,00% 15,00%
sigma(Rp)

20,00%

Une partie de cette courbe (pdE(R,) <0,60%) ne sera pas choisie par les investisseurs.
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